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التوابع الحقيقية

اختبار الخط الشاقولي

لا يمكن أن يقطع أي خط شاقولي بيان 

.تابع بأكثر من نقطة
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مثال
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مألوفة بعض التوابع العددية ال
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الكسري التابع . 7
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:التابعفمثلا ، قاممجموعة تعريف التابع الكسري هي كل مجموعة الأعداد الحقيقية باستثناء القيم التي تعدم الم
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xx
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تابع كسري مجموعة تعريفه هي  \ 3, 4

) تابع الجذر النوني. 8 ) ( )nf x g x

       ( )g x    ،  تابع  حي    ر  ا  n.عدد  حي     ر م  الوا د  

التابع  التي   و  لأ   ا x ف   مجا  تعريف التابع الج  ي هي مجموعة  يم ، عدداا    ياا nعندما   و  
( )g x عندما   و  ، معرفاا    ر سال  n ف   مجا  تعريف التابع الج  ي هو  ف  مجا  تعريف ، عدداا فرد اا 

)التابع  )g x 
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 4 xy   ،4xمعر  عندما تكو  التابع

3التابع 4y x  معر  م    ل  ي  يمة لx. 

)التابع الأسي. 9 )( ) g xf x a

       aعدد  قيقي مو      سا ي الوا د      ،( )g x .تابع عددي 
)مجموعة تعريف التابع التابع هي مجموعة تعريف  )g xفس ا  . 

1

1xy e   .1xالقيمة معر  ع   مجموعة الأعداد الحقيقية باستثناء التابع

) أوجد التابع الأسي                      الذي بيانه معطى بالشكل الآتيمثا  ) xf x Cb

1 بما أن بيان التابع يمر بالنقطتين الموضحتين في الرسم، فإن

3

6 (1)

24 (3)

f Cb

f Cb

 

 

من المعادلة الأولى لدينا
 6

C
b

ل علىوبالتعويض في المعادلة الثانية نحص
 3 26

24 4 2b b b
b

     

2bإنيجب أن يكون موجب حسب تعريف التابع الأسي، فbبما ان  3ومنهC 

( ) 3 2xf x  
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التابع الأسي الطبيعي: ملاحظة

( )( ) g xf x e

أوجد مجموعة تعريف التابعين

مثال

 2

2 cos1

1 1
1) ( ) 2) ( )

1

x

xx

e x
f x f x

ee 

 
 



     1) , 1 1,1 1,    2) R

نالمتبايالتابع 
xfy)( قو     التابع :  تعر     ا  د  ت ا    يم المتحو  مت ا ناا   x ل  ت ا    يم التابع  y،ي   ه  :          

1 2 1 2( ) ( )x x f x f x   أو 1 2 1 2( ) ( )f x f x x x  

One to one

اختبار الخط الأفقي

.الخط الأفقي يقطع بيان التابع المتباين في نقطة واحدة فقط
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نمتباي ينغير متبا

.لمجا في مجاٍ  ما مت ا   في ه ا ا( تماماا    المتناقص)تماماا م  ه ه التعا يف    التابع المتزا د نتج : ملاحظة

يالعكسالتابع 
 ،I مداه  1Iمجموعة تعريفه تابعاا   ر xg)(، ف  ا كا  1I  مداه  I مجموعة تعريفه تابعاا مت ا ناا xf)(لي   
: ا تي   ا تحق  ال ر  xf)(  سم  التابع الع سي ل تابع xg)(التابع ف   

)()( ygxxfy  
 .1I م  y  م    ل كل I م  x  ل  م    ل كل 
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Note that    

 

1)(لتع    التابع الع سي  xfy  ل تابع )(xfy  :ت ع ال  وا  التالية  
، 0I مت ا   في مجاٍ  ما  لي   xf)(   التابع م  (  ت  د 1
xfy)((  حل المعادلة 2  بالنس ة ل x،   1)(التابع  فنح ل ع yfx ، 

1)( فنح ل ع   التابع ،y   x  كلx   y ست د  كل (3           xfy . 
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)3 بعأوجد التابع العكسي للتامثا  ) 1 ; 0f x x x  
الحل

نثبت أن التابع المعطى متباين-1
3 3 3 3

1 2 1 2 1 2 1 2( ) ( ) 1 1f x f x x x x x x x        

نحل المعادلة-2
3 1y x 

3 31 1x y x y    

1 3( ) 1 ; 1x f y y y   

1 3( ) 1 ; 1y f x x x   

1)( فنح ل ع   التابع ،y   x  كلx   y ست د  كل xfy . 3-
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)بعأوجد التابع العكسي للتامثا  ) 3 5f x x 

الحل
),(ف و مت ا    مجاله تماماا،   التابع المع   متزا د بما     .ما   :هو  ف  مجاله المقا ل    

3 5y x 

15
( )

3

y
x f y
 

1 5
( )

3

x
f x 


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التابع اللوغار تمي. 10
ويكتب بالشكلaيسمى التابع العكسي للتابع الأسي                     بالتابع اللوغاريتمي بالنسبة للأساس     xf x a

1( )  logaf x x 

     

     

   

log . log log

log / log log

log log ;

a a a

a a a

r

a a

s t s t

s t s t

s r s r R

 

 

 

log
for 0ax

a x x 

log forx

aa x x R 

تابع اللوغار تم الطبيعي
 log lne x x

لديناaمن أجل العدد الموجب غير الصفري ملاحظة

 ln

1/

ln
 (1) log (2) exp ln (3) log log

ln

x x a

a a a

x
x a e x a x x

a
    
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التوابع المثلثية والمثلثية العكسية. 11
xy تابع الج    ( sin، هو معر  ع   مجموعة الأعداد الحقيقي  R ،

xyتابع     التمام    التج    (  cos،   هو معر  ع  R ،
xyتابع ال ل   (  tan ، هو معر  ع   مجموعة الأعداد الحقيقية باستثناء القيم 

; 0, 1, 2,...
2

x n n


     .
:تو د بعض التوابع المث ثية الأ ر  من ا

1 1 1
ctan sec csc 

tan cos sin 
x x x

x x x
  

 cos ,sinx x
متطابقات مثلثية
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قانون ضعف الزاوية
قانون نصف الزاوية
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xyالتابع  1sin  ع ي القو  الدا ري  (arc)  ال ي    هx، رمز لتابع الج   الع سي   ل ا  xarcsin . 

sin(arcsin ) ; 1 1x x x    arcsin(sin ) ;
2 2

x x x
 

   

xyالتابع الع سي ل تابع  cos هو  xy arccos 1,1[ تعريفه مجموعة[  مداه  ],0[  

cos(arccos ) ; 1 1x x x    arccos(cos ) ; 0x x x   

xyالتابع الع سي ل تابع  tan ع     ه xarctan مجا  تعريفه  ),(  مجاله المقا ل  ,
2 2

  
 
 

 

xyالتابع الع سي ل تابع  tan ع     ه xarctan مجا  تعريفه  ),(  مجاله المقا ل  ,
2 2

  
 
 

 

  xxx ;)tan(arctan arctan(tan ) ;
2 2

x x x
 

   

arctan(1)
4


 arcsin(1/ 2)

6


 arcsin( 2 / 2)

4



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التوابع القطعية والقطعية العكسية. 12
 

2
cosh

xx ee
x


 sinh

2

x xe e
x




sinh
tanh

cosh

x x

x x

x e e
x

x e e






 



2 2cosh sinh 1x x 

 1 2sinh ln 1y x x x     1 2cosh ln 1y x x x    1 1 1
tanh ln

2 1

x
y x

x

 
 



متطابقات
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مثال

مثال

ليكن لدينا التابع
2

2
( ) cos

1

x
F x

x

 
  

 

بحيث يكون أوجد التوابع , ,f g h( ) ( )F x f g h x

الحل

2( ) , ( ) , ( ) cos
1

x
h x x g x f x x

x
  


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نهاية تابع عددي 
),( تابعاا معرفاا في المجا  xf)(  ا كا   ba 0 ال ي  حويx م   ل تابع        و  معرفاا عند ( 0x  قو  )

 الرمز   ع ر ع   ل   يا ياا  ،0x  ل  x سع  عندما يxf)( هو   ا ة التابع A   العدد الحقيقي 
Axf

xx



)(lim

0

،  

 :   ا  فق    ا كا ،0x  ل  x      عندما xf)( هو   ا ة التابع Aالعدد الحقيقي    و  مبر نة: 
                                              

0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

f x f x A
  

  
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(   ا   د    ا ة التابع العددي ف ي    د . 1خواص النهايات
 كا   ،0x  ل  x سع   تابعا  عدد ا  بح        ا ة كل من ما مو ود  عندما xg)(   xf)((   ا كا  2
a  b  ف  : ، ا تا  عدد ا 

)(lim)(lim)]()([lim
000

xgbxafxbgxaf
xxxxxx 

 

 0

0 0

0

lim ( )
( )

lim ; lim ( ) 0
( ) lim ( )

x x

x x x x

x x

f x
f x

g x
g x g x



 



 
  

 
 

  



















)(lim

)( 0

00

)(lim)(lim
xg

xx

xg

xx

xx

xfxf  

lim)(0 عدداا  حيحاا    ياا   n  ا   عدداا  حيحاا فرد اا   n    ا كا 
0




xf
xx

 ، ف  :

 n
xx

n

xx
xfxf )(lim)(lim

00 
 
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مثال
  ا تية:ا س  الن ا ة

1

32
lim

2

1 



 x

x

x
 

2
2

1

1

1

lim(2 3)2 3 2(1) 3 5
lim

1 lim( 1) 1 1 2

x

x

x

xx

x x







 
  

  

)1(    ا تية:ا س  الن ا ة

2
)32(lim 


 x

x
x 

مثال

 
(2 1)( 1)

2
lim(2 3) 2(2) 3 7x

x
x




   

مثال

2    ا تية:ا س  الن ا ة

20

9 3
lim
x

x

x

  
2 2 2

2 2 20 0

9 3 9 3 9 3
lim lim

9 3x x

x x x

x x x 

     


 

 

2

0 2 2
lim

9 3
x

x

x x



 

 

2

0 2 2

9 9
lim

9 3
x

x

x x


 


 

20

1 1
lim

69 3x x
 

 
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مثال
  ا تية:ا س  الن ا ة 2lim 1

x
x x


  

مقارب افقي

   
2

2 2

2

1
lim 1 lim 1

1x x

x x
x x x x

x x 

 
    

 

2 2

2 2

1 1
lim lim 0

1 1x x

x x

x x x x 

 
  

   

مثال
هل الن ا ة ا تية مو ود  

0
lim
x

x

x
  ; 0

; 0

x x
x

x x


 

 

0 0
lim lim 1
x x

x x

x x  
 

0 0
lim lim 1
x x

x x

x x  


  النهاية غير موجودة
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)(,)(,)(: لتك  ال  ر مبر نة xhxgxf  ا تيةتوابع عدد ة تحق  المت ا نة  ل ة :
                                                   ( ) ( ) ( )f x g x h x  

0xx ) م        تكو  ه ه المت ا نة محققة عند 0x م  مجا  مفتو   حوي xم    ل كل  )،  ا كا    
)ل تابع )f x  التابع )(xh تسع   ف  الن ا ة عندماx  0  لx،ا كا :  ي    

                                           
0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

f x h x L
 

  
)ل تابع  ف   )g x تسع  عندما ها الن ا ة  فx  0  لx،ي  :    

                                                                            
0

lim ( )
x x

g x L


 
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مثال
2  ا تية:ا س  الن ا ة

0

1
lim sin
x

x
x

 

 2 2

0 0 0

1 1
lim sin lim limsin
x x x

x x
x x  


2 2 21
sinx x x

x
   

1
1 sin 1

x
  

  2 2

0 0
lim 0 , lim 0
x x

x x
 

  

2( )f x x  , 
2 1

( ) sing x x
x

 , and 2( )h x x 
2

0

1
lim sin 0
x

x
x

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مثال
   ا ته عندما          ل  الوا د، x   ا ة التابع التالي م  اليسا     ا ته م  اليم   عندما تسع  س ا

:   ل  الوا د      د xتسع 










1;1

1;3
)(

2 xx

xx
xf 

1 1
lim ( ) lim(3 ) 2
x x

f x x
  

  

2

1 1
lim ( ) lim ( 1) 2
x x

f x x
  

  

  ل  الوا د،   التالي ف     ا ة التابع x عندما تسع 2الن ا ة م  اليم   تسا ي الن ا ة م  اليسا   تسا ي ف   
   ل  الوا د.x عندما تسع 2تسا ي 
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 مثال

0

cos 1
lim
x

x

x



0 0

cos 1 cos 1 cos 1
lim lim

cos 1x x

x x x

x x x 

  


  

2

0

cos 1
lim

cos 1x

x

x x




  

2

0

sin
lim

cos 1x

x

x x






 0

sin sin
lim

cos 1x

x x

x x

 
   

   0 0

sin sin
lim lim

cos 1x x

x x

x x 
 



0
1. 0

1 1
  



مثال
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استمرار تابع عددي
xfy)( التابع  قو     تعر  :  0 مستمراا في النق ةxx   ا كا  معرفاا في ه ه النق ة    ا ته مو ود   
)0  تسا ي  )f x. 

xfy)( قو     التابع تعر  :    مستمراا في المجا ),( ba ا كا  مستمراا في كل  ق ة م   قا  ه ا   
 المجا .
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مثال

التابع المعطى مستمر على المجال المغلق
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مثال
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خواص الاستمرار

0
0lim ( ) ( ( ))

x x
g f x g f x



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